Egészértéku programozas, binaris egészérteki programozas

Dr. Kover Gyorgy

Egészérték programozas

A lineéris programozas normalfeladatat a kovetkezképp fogalmazuk meg:

maximalizaland6 [] z= ch, célfiiggvény, feltéve hogy

Ax < b,
x>0,
b >0.
X b, 0
X b
ahol ¢! = [cl, Coy vens cn], x= ? , b= ? ,0=

A gyakorlatbdl szarmazo feladatok egy részében a valtozok kizarolag egész értékeket vehetnek fel. Az
egészérték feladatot a linedris programozas normalfeladata alapjan irhatjuk fel:

maximalizaland6 [] z= ch, célfiiggvény, feltéve hogy

Ax < b,

x>0, xegeszi=1,2,..,n
b > 0.

A valtozok egészértékségét a valtozok teljes korére,vagy csak egy részére is elirhatjuk.
A fejezet tovabbi részében a linaris programozas normalfeladatara folytonos linedris programozasi
feladatként (folytonos Ip) hivatkozunk.

Az egészérték feladat jelentségét a kovetkez két példaval vilagitjuk meg. Ha arrdl kell dontentink ,
hogy a nyereséges termelés érdekében hany gépet kell tizembe allitanunk, akkor az 1.4 darab nem
fogadhato el optimalis megoldasként. Mas alkalommal arrdl kell dontentink, hogy hany darab 24



férhelyes allattart6 blokkot telepitsiink adott korcsoportl sertéseink szamara. Természetesen nem
fogadhat6 el a 0 darab allattarté blokk megolddsként, ha a lineéris programozasi feladat megoldasara
hasznalt szimplex modszer 0.15 darab allattartd blokkot javasol, mint optimalis megoldast. Vagy nem
telepitiink alattartd blokkot egyaltalan - egyuttal lemondunk a teljes sertéstartod tevékenységiinkrl-, vagy
a blokk kapacitadsanak egy részét kihasznalatlanul hagyjuk és a tortmegoldas altal elméletileg
lehetségesnek tartott értéknél valamivel gazdasagtalabbul tizemeltetjiik az allattarto telepiinket.

Az egészérték programozasi feladat megoldasa a Gomory vagas
modszerrel

Mieltt a Gomory vagas mddszerét ismertetnénk, példakon keresztiil bemutatjuk, hogy a folytonos
linearis programozasi feladat megoldasanak kerekitésével nem feltétlentil jutunk el optimalis
egeészértek megoldashoz. Még az is megeshet, hogy a kerekités utan nem is megengedett megoldast
kapunk.

Legyen a feladatunk a kovetkez:

Feltételrendszer:

Maximalizalando célfiiggvény:

z:5-x1 +x2 — max

A valtozok egészértéksége mellett maximalizaljuk a célfiiggvényt!

A megoldast grafikusan is szemléltethetjiik, hiszen a feladatunk kétdimenzios.



A folytonos lp feladat célfliggvényének maximalis értéke 10,5 a megengedett tartomany (2,1/2)
csucspontjaban. Ha az egészérték programozasi feladat megoldasat kerekitéssel szeretnénk megkapni,
akkor a (2,0) pont adédik. A (2,0) pont nem része a megengedett tartomdnynak. Az 4bran jeloltiik a
megengedett tartomanyon beliili legkedvezbb racspontot (1,1), ahol a célfiiggvény értéke 6.

Tekintsiik a kovetkez feladatot.

Feltételrendszer:

Maximalizalando célfiiggvény:



_1.
z = 5 xl +x2 — max

Amint a kovetkez dbran megfigyelhetjiik, a folytonos linearis programozasi feladat optimalis
megoldésa:

x; =3,
n=3
4
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A legkozelebbi egész koordinatdkkal rendelkez racspont a megengedett tartomanyban:
x;=3,x,=2.

De a legkdzelebbi racspont nyilvanvaldéan nem lehet az optimalis megoldas, vagyis a legnagyobb



célfiiggvényérték megoldas.

A célfiiggvény értéke
1 39
=3.-— +2=""
s 5

Az abrarol leolvashato, hogy az optimalis egészérték megoldas:
x,=1,x,=3.
Ebben az esetben a célfiiggvény értéke:

45
=0-3+3=—.
z + 15

A Gomory féle vagas modszere 0j, Un. "vagasi" feltételt vezet a feltételrendszerbe, amely garantalja,
hogy a folytonos linearis programozasi feladat optimalis, nem egészérték megoldasa a vagas
végrehajtasa utan mar nem lesz megengedett megoldas. Ugyanakkor a megengedett megoldasok eredeti
halmazabdl egész érték megoldas nem keriil ki.

A Gomory féle vagasi feltétel bevezetésére azt koveten kertil sor, hogy az egészérték programozasi
feladathoz tartozé folytonos linearis programozasi feladatot megoldjuk. Ha az optimalis megoldas
egészeérték, akkor nincs tovabbi teend.

Amennyiben nem minden valtozo egészérték, akkor egy vagasi feltételt illesztlink a szimplex tablaba.

A lineéris programozasi feladat optimalis megoldast tartalmazo szimplex tablaja a kovetkez alakban
irhato fel:

A Gomory vagas szempontjabol érdektelen részeket most iiresen hagytuk.
A Gomory vagasi feltételeket a kovetkezképp fogalmazzuk meg:
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A vagasi feltételt Ggy értelmezhetjiik, hogy keressiik u, €s x, értékeit, melyekre az
egyenltlensegrendszer jobboldala x, értékének a tortrészénél nagyobb, vagy egyenl. fgy a jelenlegi

optimalis megoldast biztosan kizarjuk az elfogadhaté megoldasok halmazabol.
Az 0j vagasi feltételt az x; vektor egy nem egészérték elemére irjuk fel. A tortrész mindig pozitiv.

A fenti vagasi feltetelt minusz egyel valo szorzas utan illesztjiikk a szimplex tablaba. Igy < jellegu
feltételt kapunk, a szimplex tablazat jobb oldali oszlopéba negativ érték keriil. Ez a szimplex tablazat
olyan megoldast tartalmaz, amely nem elfogadhatd, hiszen sem a primal, sem a dudl valtozok értéke nem
lehet negativ.

A megengedett megoldas eléllitdsara a korabban ismertetett dualszimplex modszert alkalmazzuk.
Amennyiben a megoldasra vonatkoz6 egészértékség feltétele nem teljesiil, ugy addig illesztiink be
tovabbi vagasi feltételeket, amig az egészértékség feltétele nem teljesiil.

A vagasi feltétel bevezetésének grafikus szemléltetése

Grafikusan szemlé¢ltetjiik a vagasi feltétel bevezetését az elz feladatunk segitségével.

Feltételrendszer:

X 15Xy >0, Xs X, egesz

Maximalizdlando célfiiggvény:

_ 1.
z = 5 xl +x2—>max

Els 1épésként a szimplex mddszer alkalmazasaval megoldjuk az egészérték feladathoz tartozo
folytonos linearis programozasi feladatot.

Az indulo tablazat:
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u, 1.0 3
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Mivel az indul6 tablazat nem optimalis megoldast tartalmaz, elveégezziik az x,-u; elemi

bazistranszformaciot.
[ 1 U, x, b
x 1 0 3
1 8
R 1 —_
277 3
1 3
R 1 _ =
27 5

Az els transzformacio nem eredményezet optimalis megoldast, elvégezzik az x,-u, elemi

bazistranszformaciot.
2 u, U, b
X 1 0 3
1 8

R 1 —_
27 3
.4 o
45 15

A masodik transzformaciot kdveten a folytonos Ip optimalis, de nem egészérték megoldasdhozhoz
jutunk.
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A megengedett megoldasok halmazat és az optimalis megoldast a kovetkez abran tekinthetjiik meg:

=3,x,

3
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A folytonos Ip optimalis megoldasaban x, ért€ke tortszam. A vagasi feltétel bevezetéséhez az optimalis
nem egesz megoldast tartalmazo tablazatban x, valtozé soraban meghatarozzuk az €rtekek tort részet,
felirjuk a vagasi feltételt.

8 2

9" +0-u, > 3
A vagasi feltételt grafikusan is szemleltetjiik. u; helyébe 3 - x,-t helyettesitiink. A behelyettesitést
koveten kapunk egy, az abran is megjelenithet feltételt:

9
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— | z=1/5 xlilxz

1/9 %, +x,<=3

P2

x|<=9/4 -~

X, <=3 Sl

Megfigyelhetjiik, hogy a vagasi feltétel az eddigi optimalis, de nem egészérték megoldast lemetszi a
megengdett megoldasok halmazarol. Ugyanakkor egyetlen lehetséges egészérték megengedett
megoldast sem zart ki.

A vagasi feltétellel kiegészitjiik a szimplex tablazatunkat is. A szimplex tablazatba nagyobb-egyenl

feltétel nem irhatd be, minusz eggyel valo szorzasra van sziikségiink. §2 hasznalunk, utalva arra, hogy

X, sorabol kesziilt a vagasi feltétel.

3w, u, b
xx 1 0 3
1 8
JRp— l -
2T 3
8 2
—— 0 R —
S 7 3
. B
45 15

A tovabbi transzformaciot a dudl-szimplex modszer szerint végezziik, negativ generald elemet kell
valasztanunk. Elvégezziik a &2 - u; velemi bazistranszformaciot.
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X, 0 Z
1 11

X, —9 1 4
9 3

u, 2 0 4
L 16
10 5

Az els vagasi feltétel még nem eredményezett egészérték megoldast. Tovabbi feltétel, esetleg
feltételek beillesztésére van sziikség. A kovetkez vagasi feltételt x, sora szerint készitjiik., majd

beillesztjiik a szimplex tablazatba.

§5% 4

5 & u b
X, % 0 %
X, —% 1 14—1
u, —% 1 %
A S
z —% -1 —%

Ismételten a dudl-szimplex modszer szerint végezziik a transzormaciot., negativ generalo elemet kell
valasztanunk. Elvégezziik a ﬁl — &,2 velemi bazistranszformaciot.



6 E_Q u, b
x 9 0 0
X, -1 1 3
u, -9 0 3
ﬁzl -8 0 -2
4
- — _1 -
z 5 3

A feladat 6. tablazataban a megoldas optimalis egész megoldas. x, =3, x, =3, z=3. A feladatot ezzel
megoldottuk.

A Gomory vagas mddszert egy nagyobb méret, abrazolasra mar nem alkalmas feladaton keresztiil is
bemutatjuk.

Feltételrendszer:

X +2-x2 < 20,

2-x2 —x3 +3-x4 <20,

Y ~|—4-x3 +x, <8,

4
X5 Xy Xg >0, XpsXq Xy CgeESZ

Maximalizalando célfiiggvény:

z:3-x1 +x2 +x3 +8~x4—>max

Egészérték megoldas mellett maximalizaljuk a célfiiggvényt!

Els lépéskeént megoldjuk az egészérték feladathoz tartozo6 folytonos linearis pogramozasi feadatot.

Az indul6 tablazat a szimplex mddszerhez



Az indulo tablazat nem tartalmaz optimalis megoldast, generalo elemet valasztunk. Az x,-u, elemi
bazistranszformaciot elvégezve kapjuk:

1wy x, x5 x, b
u, -1.0 -4 1 12
u, 0 2 -1 3 20
xx 1.0 4 1 8

z -3 1 -11 5 -24

Az els tablazat nem tartalmaz optimalis megoldast. tovabbi baziscserére van sziikség. A lehetséges
generald elemet kivalasztjuk. A x,-u, bazistranszformaciot vegrehajtva kapjuk:

2u3x2 X3 U, b
T A § B S (1
1 3 3 3 3
Lo 2 L 1 20
4 3 3 3 3
Lo L2 114
1 3 3 3 3
. 3 .1 28 5 1712

3 3 3 3

A masodik tablazat a folytonos lp optimalis megoldasat tartalmazza. Az egészértékség feltételének nem
felel meg.
A Gomory vagas uj feltételét csatoljuk a feladathoz.

X, valtoz6 nem egészérték, a vagasi feltételt x| sorabol készitjiik., majd csatoljuk a szimplex

tablazathoz.
2 1 2 1
0u3—|—?x2—|—?x3+?u22 ?



3 Uy
u, -1
x, 0
x, 1
g 0
z -3

a generalo elemet kivalaszjuk a dualszimplex modszernek megfeleloen. &,-u, bazistranszformaciot

X X3
2 11
3 3
2 1
3 3
2 13
3 3
11
3 3
728
3 3

végrehajtva kapjuk:
_4 Uy X, Xy
R
I
N
u, 0 % %
z -3 -% -%
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Az els vagasi feltétel utan még nem kaptunk egészérték megoldasokat.
X, valtozo nem egeszérték. A vagasi feltetelt a sorabol készitjiik, majd csatoljuk a szimplex

tablazathoz.
1 1 1 1
Ou3+3x2+3x3+5§1 > B}



5 uy; X, x & b
y -1 L .71 11
! 2 2 2 2
1 1 13
S R T
. 1 L9 1 3
! 2 2 2 2
11 3001
w0 5 7 T2
1 1 1 1
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. .3 .3 175 113
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a generalo elemet kivalaszjuk a dualszimplex modszernek megfeleloen. &,-x, bazistranszformaciot

végrehajtva kapjuk:
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—
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—
(9]
() ()
e \) (o) (@)

u, 0 1 0 -2
x, 0 -2 1 1 1

z -3 -3 -7 -1 -55
Az utolsé tablazatunkban a megoldas optimalis €és egészérték, két vagasi feltétel beillesztése utan.
Interaktiv feladatok a Gomory vagds gyakorlasdahoz:

Oldjuk meg a kovetkez feladatokat

x; > 0, x; egesz, i =1, ..., n feltételezése mellett!

Feltételrendszer: Valasszon a felkinalt feladatok koziil!

‘ 1. feladat ‘



x, +2x, +x; + x5 < 100,
x, +x; +x, +x5 < 80,
x, +x;+x, <50

Maximalizdland6 célfiiggvény: z — max

2x;+x,+3x,+2x, +2 x4

Szimplextablazat:

0 x x x3 x4 x5 b
u, 1.2 1 0 1 100
u, 0 1 1 1 1 80
u; 1.0 1 1 0 50

Eredmények:

[xl :0,x2:0,x3:0,x4:0,x5:0]
celfuggveny:(z=0)
a megoldds nem optimalis

a megoldas egeszerteku

Baziscsere:

ull | x|

Végrehaijtas uf1]

generalo elem:

Vago feltétel hozzaadasa

["a kijelolt elem nem szik keresztmetszet"]

]_Wegolddsra ajanlott tovabbi feladatok a Gomory vagas gyakorlasdahoz:

0y




Oldjuk meg a kovetkez feladatokat

x; > 0, x;egesz, i =1, ..., n feltételezése mellett!

1. feladat:

Feltételrendszer:

Y +2 x2+x4 <9,

>
x2+2 Xy = 11,

2 x1+4 x2+2 x3:16

Maximalizalando célfiiggvény:

z=10 x1+8 x2+x3+ x4—>max

2. feladat:

Feltételrendszer:

xl—i- x4S6,

2 X —x3+3 x4212,

<
2 x1+4 x3_8

Maximalizaland6 célfiiggvény:

z=3 x1 +x2 —l—x3 +2 ~x4—>max

Egészérték programozasi feladatok megoldasa korlatozas és
szétvalasztas modszerével

Az elz fejezetben folytonos linearis programozasi feladat optimalis egészérték megoldasat kerestiik a
Gomory vagas modszerével. A Gomory vagas modszerén tul tovabbi eljarasokat is ismeriink az



egészérték feladatok optimalis megolddsdnak meghatdrozasara, most a "Korlatozas és szétvalasztas"
modszerével ismerkediink meg.

Oldjuk meg a kovetkez feladatot

x; > 0, x;egesz, i =1, ..., n feltételezése mellett!

Y +x2 <7,

9~x1 +5-)c2 =45

Maximalizdlando célfiiggvény:

z="7 xl +5 x2—>max

Korabbi fejezetekben megismerkedtiink az operacidkutatas elméletében modszertandban alaposan
kidolgozott eljarasokkal, mint a szimplex modszerrel, a dudl szimplex mddszerrel, stb.

A Maple programban kitnen megvaldsitasra keriiltek ezek az eljarasok. A beépitett Maple parancsok
hasznalatira tdmaszkodunk a kovetkezkben. Célunk az egészérték programozasi feladat megoldasa a
szétvalasztas és korlatozas modszerével, ami a részletszamitasokat illeti a Maplere bizzuk magunkat.

A Maple a szimplex mddszert a simplex csomagban teszi elérhetvé a felhasznalo szdmara. A simplex
csomagban helyet kapott néhany olyan eljaras, melyek segitségével onalloan is megoldhatunk linearis
programozasi feladatokat.

A "with(simplex):" utasitassal a simplex csomagra tortén utalast allitjuk be.

A linedris programozasi feladatot a simplex csomag maximize utasitasaval oldjuk meg. A maximize
utasitds szamara a linearis programozasi feladatot a célfliggvény ¢és a korlatozo feltételek egyiittese
hatdrozza meg.

A feladat megadasakor szabadon megvalaszthatjuk a képleteinkben szerepl valtozok neveit,
termeszetesen mi az eddig megszokott jeloléseket hasznaljuk. Az ismeretleneinket x, €s x, jeloli. A

célfiiggvény a maximize utasitas els paramétere, ettl vesszvel elvalasztva, kapcsos zarojellel bezarva
{a korlatozo feltételeket} soroljuk fel. A korlatozo feltételeket egymastol vesszvel valasztjuk el. A
kapcsos zargjelben tortén felsorolast a Maple a korlatozo feltételek halmazaként kezeli.

A maximize utasitas pontosvesszvel zarjuk. Az Enter billenty letitését kdveten a linedris
programozasi feladat optimalis megoldasat is megkapjuk.

|:> with(simplex) :
> maximize(7x1 +5x,, {xl 20,x,20,x,+x, <7,9x,+5x, < 45});

{xl=§,x2=§} 2)



Ha a maximize utasitast a NONNEGATIVE parameterrel kiegészitjiik, akkor a x; = 0, x, > 0 feltételek

megadasa feleslegessé valik, a Maple utasitasaink attekinthetbbek lesznek. Az optimalis megoldésra
természetesen igy is ugyanazokat az értékeket kapjuk.

> maximize<7x1 +5x,, {xl +x, <7,9x +5x, <45 }, NONNEGATIVE);

{xl=§,x2=g} 3)

[ A linedris programozasi feladat optimalis megoldasat kaptuk meg. A célfiiggvény értékét az optimalis
megoldas behelyettesitésével szamithatjuk ki.
A kovetkez Maple utasitassal €ppen ezt hajtjuk vegre. x, €s x, valtozok értékeit az eval Maple

utasitassal tudjuk behelyettesiteni a celfliggvény képletebe. Kihasznaljuk azt, hogy a szazalek
szimbolum (%) a Maple jelolésrendszerében az utoljara kiszamitott értéket jeloli. Igy a tévedés
lehetségét is kizarjuk a behelyettesités soran.

> z=eval(7x1 +5x,, %);

z=40 4

Akovetkez abran szemléltetjiik a korlatozo feltételeket, a megengedett megoldasok halmazat, az
optimalis megoldast és az azon keresztiil halado6 célfliggvény egyenesét.
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Az egészérték feladatunk megoldasahoz vezet 1épések koziil az elsvel vagyunk kész, az els

részfeladat a linedris programozasi feladat optimalis tortérték megoldasanak meghatarozasa volt. Az
optimum értéke z=40, az egészérték feladat optimuma legfeljebb ennyi lehet, ezt nem haladhatja meg.

A megengedett egészérték megoldasok koziil az optimalisat a szétvalasztas és korlatozas modszerével
hatarozzuk meg. Szeretnénk elkeriilni, hogy az dsszes lehetséges egészértéek megoldast egyenként
elallitsuk, az optimalitdsat megvizsgaljuk.

A megengedett megoldasok halmazat igy bonjuk két részre, hogy egészérték megengedett megoldast
ne veszitstink el. Tekintsiik masodik részfeladatnak, ha az eredeti korlatozo felteteleinket x, > 5

egyenltlenséggel egészitjiik ki. A harmadik részfeladatot allitsuk el tigy, hogy az eredeti feltételeket
x, < 4 egyenltlenseggel egeszitjiik ki. A feladat részekre bontasat a kovetkez abran szemléltetjiik:
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A szétvalasztas és korlatozas modszer alkalmazdsa soran a részfeladatok koziil annak a feldolgozaséaval
folytatjuk a munkat, amelyet késbb hoztunk 1étre. Legyen tehat a 3. részfeladat feldolgasa a kovetkez
1épés. Hivjuk segitségiil a Maple simplex csomagjanak maximize utasitasat. Egészitsiik ki a
feltételrendszert a x, < 4 feltétellel.

> maximize(7x1 +5x,, {xl +x,<7,9x +5x,<45,x, < 4}, NONNEGATIVE);

25
{a=3n%=ﬂ ®)
> z=eval(7x, +5x, %);
_ 355
=" (6)




A 3. részfeladat, mint linedris programozasi feladat optimalis megolddsa nem egészérték. A korabban
alkalmazott eljaras szerint két részre bontjuk a 3. részfeladatot. sa optimalis Az elz fejezetben
folytonos linedaris programozasi feladat optimalis egészérték megoldasat kerestiik a szétvalasztas és
korlatozas modszerével. Mivel az x, valtozo ertéke tort, ezért bevezetjiik ax; < 2 €sx; = 3 feltételeket,

kapjuk a 4. és 5. részfeladatot. | |

- | S.részfeladat

]

4. részfeladat

>
S~

B

Feldolgozzuk az 5. részfeladatot. Maximalizaljuk az 5. részfeladatra felirt linearis programozai feladatot.
A 3. reszfeladat feltételrendszerét tovabb bvitjiik az x; < 2 feltétellel.

> maximize(7x1 +5x,, {xl +x, <7,9x +5x,<45,x, <4,x, < 2}, NONNEGATIVE);
{xl =2, x2=4} 7
> z=eval(7x, +5x, %);

z=34 ®

Az 5. részfeladat egészérték optimalis megoldast eredményezett. A kiszamitott értékek x, =2, x, =4, az

5. részfeladatra vonatkozo maximum értéke z=34. A feladat megoldasanak hatralév részében ugy
hasznaljuk fel az 5. részfeladat optumimat, hogy amennyiben egy masik részfeladat maximuma legyen
az akar tort, vagy egész kisebb, mint az 5. részfeladaté, akkor azt az egész részfeladatot feldolgozottnak
tekinthatjuk.

A 4. részfeladat feldolgozasa kovetkezik. Maximalizalando a 4. részfeladatra felirt lineéris programozai
feladat. A 3. részfeladat feltételrendszerét bvitjiik tovabb az x; > 3 feltétellel.

> maximize(7 x; +35x, {xl +x, <7,9x,+5x,<45,x, <4,x, = 3}, NONNEGATIVE);

{x1=3,x2=158} )

=> z=eval(7x1 +5x,, %);

z=39 (10)



A 4. részfeladathoz tartozé lineéris programozasi feladat optimalis megoldasa tortérték. Az optimuma

z=3-7+ SSA =39. Ez az optimum magasabb, mint az 5. részfeladatra kapott z=34. Ezért a 4.

részfeladatot x, szerint tovabbi részfeladatokra bontjuk. A 6. részfeladatot az x, < 3, a 7. részfeladatot a
x, > 4 feltetelek bevezetése utan kapjuk. A 7. részfeladatot szemiigyre véve lathatjuk, hogy a

megengedett tartomanya lires halmaz, a feladat tovabbi szétvalasztasa ezen az dgon befejezdott. A 6.
részfeladattal fogunk foglalkozni.

\—_— I

| — | 7.részfeladat

\ 6. részfeladat

LN

i

Fea

5%

A 6. részfeladat feldolgozasat a 4. részfeladat feltételrendszerének bvitésével kezdjiik. Csatoljuk az
x, < 3 feltételt.

_> maxinftize<7x1 +5x,, {xl +x, <7,9x,+5x,<45,x, <4,x, 23,x, < 3},
NONNEGATIVE);

10
{xlzT,x2=3} a1
> z=eval(7x, +5x, %);
__ 115
3

(12)

A 6. részfeladat optimalis megoldésa nem egészérték. Az optimuma z = l?)i’ ami nagyobb, mint az 5.

. , 102 . e h A . s ,
részfeladaté z =34 = R Ezert x, valtozo érteke szerint alkalmazzuk a szétvalasztast. Bevezetjik a

x; <3 ésx; = 4 feltételeket, hogy elallitsuk a 8. €s 9. részfeladatot.
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8. részfeladat
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A 9. részfeladat egyetlen fiiggleges szakaszra szkiilt. Az optiméalis megoldédsa az dbrarol is
leolvashat6, A Maple maximize utasitasat is hasznalhatjuk, ha a 6. részfeladathoz tartozo
feltételrendszert kiegészitjiik ax; < 3 feltétellel.

> maxinftize<7x1 +5x,, {xl +x, <7,9x,+5x,<45,x, <4,x, 23,x, <3,x, < 3},
NONNEGATIVE);
{xl =3,x2=3} 13)

> z=cval(7x, +5 x5, %);

z=36 (14)

A 9. részfeladatra kapott optimalis megoldas egészérték, rdadasul a célfiiggvény optimuma magasabb,
mint az 5. részfeladaté. Az eddig fel nem dolgozott részfeladatokat csak akkor valasztjuk szét tovabbi
részekre, ha a 9. részfeladat megoldasanal magasabb optimumu megoldasra van kilatas.

Dolgozzuk fel a 8. részfeladatot. A 6. részfeladathoz tartozo feltételrendszert kiegészitjiik a
x, = 4 feltétellel.

_> maxinftize<7x1 +5x,, {xl +x, <7,9x,+5x, <45, x, <4,x, 23,x, <3,x, = 4},
NONNEGATIVE);

le =4,x,= 2 } (15)

> z=cval(7x, +5 %, %);

z=37 (16)

A 8. részfeladat megoldasa nem egészérték, optimuma magasabb, mint a 9. részfeladaté, alkalmazzuk a
szétvalasztast x, valtozo szerint. Kapjuk a 10. és 11. részfeladatot. A bevezetend feltételek x, < 1 (10.

részfeladat) €sx, = 2 (11.részfeladat). Lathato, hogy x, > 2 feltétel tires halmazt eredményez, az eddig
megtalalt optimum javitasara nincs lehetségiink.

A 10. részfeladat feldolgozasa kovetkezik. A 8. részfeladathoz tartozo feltételrendszert kiegészitjiik a



x, <1 feltétellel.

NN L [

10. részfeladat |

_> maximize<7x1 +5x,, {xl +x, <7,9x,+5x,<45,x, <4,x, 23,x, <3,x, =24,x, < 1},

NONNEGATIVE);
{xlzégo,xZZI} a7
=> z=eval(7 x; +35x, %);
_ -= 335 (18)
A 10. részfeladat optimuma magasabb, mint az eddigi egészérték optimum. Ugyanis
36= % < % Ezért szétvalasztjuk a 10. részfeladatot. Bevezetjik ax; < 4 (12. részfeladat) €s x,

> 5 (13. részfeladat) feltételeket. A 10. feladatra vonatkozd maximize utasitast bvitjiikk mindkét
esetben.

(A 12. részfeladat, amelynek egy szakasz a megengedett megoldas-halmaza:
> maximize<7 x;+5x,

, {xl +x, <7,9x +5x,<45,x, <4,x;, 23,x, <3,x, 24,x, < 1, x, §4},
NONNEGATIVE);

{xl =4, x2=1} 19)
=> z=eval(7x1+5x2, %);
z=33 (20)

(A 13. részfeladat, amelynek csupan egyetlen-egy pont a megengedett megoldas-halmaza:
> maximize(7 x;+5x,

, {xl +x, <7,9x +5x, <45,x, <4,x, 23,x, <3, x, =24,x, < 1,x, = 5},
NONNEGATIVE);

{x,=5,x,=0)} @1



> z=eval(7x1 +5x,, %);
z=35 22)

A 12. és 13. részfeladat megoldasait kiértékelve azt mondhatjuk, hogy nem talaltunk az eddig feltart
optimumhoz képest, melyet a 9. részfeladat szolgéltatott kedvezbb megoldast.

Nem foglalkoztunk eddig a 2. részfeladattal. Az eredeti feladat feltételrendszerét egeszitsiik kiax, = 5
feltétellel.

_> maximize<7 x; +5x,, {xl +x,<7,9x +5x,<45,x, = 5}, NONNEGAT]VE);

{xl =2,x,=5 } (23)
> z=eval(7x, +5x, %);
i z=39 (24)

2. részfeladatra megoldott linedris programozasi feladat egészérték megoldast szolgaltatott, a hozza
tartoz6 optimum magasabb, mint az eddigi egészérték optimum. 36 < 39.

Mivel a szétvalasztas modszerével elallitott részfeladatok mindegyikét feldolgoztuk, a 2. részfeladat
fenti egészértek megoldédsa egyben az eredeti egészérték feladat megoldésa is.

Megoldasra javasolt tovabbi feladatok

A korlatozas és szétvalasztas modszerével oldja meg a kdvetkez egészérték feladatokat:

X, X%, 20
4x1+5x2+x3 <7
2x1—|-3x2+2x3 <15

z=4x +3x,+2x, maximalizalando

X, X% 20
Tx +2x, <11
4x,+x,<6

z=3x, + x, maximalizalando

Vegyes egészérték programozasi feladatok megoldasa

Az egészeértekségre vonatkoz6 elvardst vonatkoztathatjuk a feladatban szerepl valtozok mindegyikére,
vagy csak egy részhalmazukra is. Ha nem minden véltozéra vonatkozik az egészértékség



kovetelménye, akkor vegyes egészérték feladatrol beszéliink. A korlatozas és szétvalasztds modszerét a
vegyes egészérték feladat megoldasara is alkalmazhatjuk.

Legyen a vegyes egészérték feladatunk:

4~x1 —|-2-x2 <11,

4-x1 +x2 <7,

S ,
X x2_0, X, X, egesz

r o2

Maximalizaland6 célfiiggvény:

z=5-x1 + x2—>max

A kovetkez abran szemléltetjiik a megengedett megoldasok halmazat.

4 ) / Ax+2x,<=11 |

/ Ay +u,<=7 -

45}

~

Z=5%,+¥; \

Y




Hatarozzuk meg a linedris programozasi feladat (1. részfeladat) optimalis megoldasat és a hozzatartozo
célfiiggvény-értéket a Maple utasitasainak segitségével!

> maximize(S x; + X, {4 X, +x, <7,4x +2x, < 11}, NONNEGATIVE);

7
{x1—4,x2—0} 25)
> z=eval(5 x; + x,, %);
35
- 26
2= 26)

A linedris programozasi feladat optimalis megoldasa nem felel meg a vegyes egészértek
kovetelmenynek. Az x, értéke nem egész. Uj feltételek bevezetésevel ket részfeladatot allitunk el.

x; <1 (2. reszfeladat) és x; > 2 (3. részfeladat). A 3. részfeladat megengedett megoldashalmaza tires,
az abra alapjan ezt konnyen belathatjuk. A 2. részfeladatot a kdvetkez abran talalhatjuk.

\ N

(V]

~

[ A 2. részfeladat hoz tartozo linedris programozasi feladat optimalis megoldasat a Maple maximize
parancsaval allitjuk el. Az 1. részfeladat feltétel rendszer¢hez csatoljuk a x; < 1 feltételt.

> maximize(S x; + X, {4 X, +x, <7,4x, +2-x, < 11,x, < 1}, NONNEGATIVE);
{x1=1,x2=3} 27




L> z= eval(S X, + x,, %);
z=8 (28)

A 2. részfeladat optinalis megoldasa egyben a vegyes egészérték feladat megoldasa is. mivel x1 értéke
egész. Minden részfeladat megoldasait atvizsgaltuk.

Megolddsra javasolt tovabbi feladatok

A korlatozas és szétvalasztds modszerével oldja meg a kovetkez vegyes egészérték feladatokat:

XXy 20

4 x, —|—5x2-i-x3 <7

2 x, +3x2+2x3 <15

z=4x, + 3 x, + 2 xy maximalizalando

X,, X, legyen egesz

X, X%, 20

Tx +2x, <11

4x, +x,<6

z=3x, +x, maximalizalando

x, legyen egesz

A hatizsak probléma

Ha valakinek magéval kell cipelni egy kirandulason a sziikséges felszerelést, akkor megfontolja, hogy
mi az ami fontos, mit hagyjon inkabb otthon. Egyenként mérlegeli, hogy melyik targy mennyire
szlikséges a kirandulas sikeréhez. Kideriil, hogy a targyak kozott fontossagi sorrendet lehet
megallapitani. A gyalogos katona felszerelésének tekintélyes stlya is hasonlé meggondolasokra vezet.
A kovetkezképpen fogalmazzuk meg a hatizsdk problémat:

A hatizsakba pakolhat6 targyak 6sszes sulya nem haladhatja meg a maximalisan cipelhet mértéket. A
hatizsakban elvinni szdndékozott targyak sulya ismert, ugyszintén szamértékekkel jelezziik a targyaink
hasznossagat. Maximalizaljuk a hatizsék tartalménak Gsszes hasznossagat, de az 6sszstly ne haladja meg
az engedélyezett mértéket!

ax, +ayx,+..+ax <b
x;=0,vagyl (i=1,2,.,n)

feltetel mellett maximalizalando



z=cx + CyXy +...+ ¢,X,

Tegyiik fel, hogy a kirandulasra a kovetkez targyaink allnak rendelkezésre. Ugy valogassuk ossze a
hatizsakba keriil dolgokat, hogy 10 kg-nal tobbet ne kelljen cipelniink. Toreked;jiink arra, hogy a
hatizsakunk tartalmanak 0sszes hasznossaga a lehet legnagyobb legyen.

Targy Suly Hasznossag
(kg)
x, :voviz (3 1) 3 4
x, : Pulover, meleg ruhdk 1 2
xy : Evoeszkozok, pohar, stb 1 1
x, : Iranytii, térkép, taveso, egyeb 4 6
x5 : Sator 5 8
X : Mentolada 2 5
X, : Matrac, halozsak 4 7

A korlatozas és szétvalasztas modszerrel oldjuk meg a hatizsak problémat.

A Maple nyelvén fogalmazzuk meg a feltételiinket €s a célfiiggvényiinket. A feltetel és celfuggveny
valtozot irjuk fel a kdvetkezképpen:

> SulyFeltetel := {3 X +x,+x;+4x,+5x+2x,+4x, < 10}
SulyFeltetel = {3 X Fx, Fx;+4x,+5x+2x,+4x, < 10} 29)

> CelFuggveny =4 x, +2x, +x; +6x, +8 x5 +5x,+ 7 x,
CelFuggveny : =4 x, +2x,+x3+6x, +8x5+5x,+7x, 30)

>

A hatizsakba pakolt targyak egyiittes sulyara vonatkozo feltételiinket ki kell egésziteni az egyes
valtozokra x; < 1, (i=1...7) vonatkozo egyenltlenségekkel, ha meg akarjuk oldani a feladathoz

tartozo lineéris pogramozasi feladatot. A stlyra vonatkozo feltétel és a hét valtozora vonatkozd tovabbi
feltétel egyiittes kezelését a Maple nyelvén gy oldjuk meg, hogy a sulyfeltételt egy egyelem, a tobbi
feltételt egy hételem halmazban helyezziik el, majd a két halmaz uniojat képezziik. A halmaz elemeit a
Maple nyelvén a kapcsos zarojelparon beliil soroljuk fel.

A linedris programozasi feladat megoldasat (1. részfeladat) a simplex csomag maximize utasitasaval
hatarozzuk meg.

> maximize ( CelFuggveny
, {xl SLn<lLxyx<lLx<lLxx<Lx<Ilx < 1} union SulyFeltetel,
NONNEGATIVE);




{xl—O,xz—l,x3—0,x4—0,x5—2,x6—1,x7—1} 31)
> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 954 (32)

>

A megoldas nem egészérték. Uj korlatozo feltételek bevezetésével két részre bontjuk a megengedett
megoldasok halmazat. x; =0 ésx;=1 feltételekkel kapjuk a 2. €s 3. részfeladatot. A megoldas menetét a

3. részfeladattal folytatjuk, majd a teljes felderitést koveten forditunk figyelmet a 2. részfeladatra.

A 3. részfeladatot megoldjuk a maximize utasitassal.

> maximize(CelFuggveny

, {xl SLxx<lLxx<Lxy<Lxx=lLx<ILx< l}union SulyFeltetel,
NONNEGATIVE);

{x1=0,x2=1,x3=0,x4=0,x5=1,x6=1,x7=;} 33)

> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 327 (34)

>

A 3. részfeladat megoldasa nem egészértek. x, valtozora ertéke szerint korlatozo feltételek
bevezetesével két részre bontjuk a 3. részfeladatot. x; =0 esx, =1 feltételekkel kapjuk a 4. €s 5.

részfeladatot. Az 5. részfeladat feldolgozéasaval folytatjuk a megoldast. A 4. részfeladat még
felderitettlen.

> maximize(CelFuggveny
, {xl SLxx,<lLx<Lxy<Lx=lLx<ILx=1 } union SulyFeltetel,
NONNEGATIVE);

{xl=O,x2=0,x3=O,x4=0,x5=1,x6=;,x7=1} 35)

[ > celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 325 (36)

>

Az 5. részfeladat megolddsa nem egészérték. x, valtozora €rtéke szerint korlatozo feltételek
bevezetésével két részre bontjuk az 5. részfeladatot. x, =0 €sx, = 1 feltételekkel kapjuk a 6. és 7.

részfeladatot. Az 7. részfeladat feldolgozasaval folytatjuk a megoldast. A 6. részfeladat még
felderitettlen.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl SLx<lLx<lx<I1x= 1,x6=1,x7=1}uni0n SulyFeltetel, NONNEGATIVE)



L ’ () 37)
[>

A 7. részfeladatnak nincs megoldésa. A feltételekben szerepl egyenlségek ellentmondanak annak,
hogy a suly ne haladja meg a 10 kg-ot.

A 6. részfeladat feldolgozasaval folytatjuk a megoldast.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl SLx<lLx<1lx<IlLx=1x=0, x7=1}uni0n SulyFeltetel, NONNEGATIVE)

9

{xl=O,x2=1,x3=(),x4=0,x5=1,x6=O,x7=1} (38)

> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny =17 (39)

>

A hatizsak probléméank mgoldasa sordn els alkalommal kaptunk egészérték megoldast. A célfiiggvény
érteke 17. Tovabbi még felderitettlen részfeladatokat keritiink sorra. A 4. részfeladat feldolgozasaval
folytatjuk a megoldast.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl SLx,<Lx<1x,<1,x=0,x, < 1,x7=l}unionSulyFeltetel,

NONNEGAT]VE);
{x1=0,x2=1,x3=0,x4=i,xSZO,x6=1,x7=l 40)
> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 37 41)

2

>

Az 4. részfeladat megoldasa nem egészérték. x, valtozora érteke szerint korlatozo feltételek
bevezetésével két részre bontjuk a 4. részfeladatot. x, =0 €sx, = 1 feltételekkel kapjuk a 8. €s 9.

részfeladatot. Az 9. részfeladat feldolgozasaval folytatjuk a megoldast. A 8. részfeladat még
felderitettlen.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl SLx<Lx<1Lx=1x=0x < 1,x7=1}union SulyFeltetel, NONNEGAT]VE)

b

{xl=O,x2=0,x3=O,x4=l,x5=O,x6=l,x7=1} 42)

> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 18 43)

| >

A hatizsdk problémara az elz megoldasnal jobb megoldashoz jutottunk. A célfiiggvény értéke 18. A 8.



részfeladat feldolgozasaval folytatjuk a megoldast.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl <Lx,<1,x=<1,x=0,x=0,x < 1,x7=1}uni0n SulyFeltetel, NONNEGATIVE)

9

{xl=1,x2=1,x3=(),x4=0,x5=0,x6=1,x7=1} 44)

> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 18 (45)

| >

Ismét egészérték megoldasunk van, a célfiiggvény értéke azonos a korabbi megoldaséval.
A hatizsék problémanknak a 2. részfeladatanak vizsgalataval folytatjuk a megoldast.

A 2. részfeladatot megoldjuk a maximize utasitassal.

> maximize ( CelFuggveny
, {xl SLxn<Lx<lx<1x=0,x,<1,x < l}union SulyFeltetel,

NONNEGATIVE);
{xl—O,xz—l,x3—0,x4—i,xS—O,x6—1,x7—l} 46)

> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 327 47)

>

A 2. részfeladatra felirt linearis programozasi feladat megolddsa magasabb célfiiggvényértéket
szolgaltat, mint az eddigi legjobb egészérték megoldasok. Ezért indokolt a 2. részfeladat részekre
bontasa az x, valtozé alapjan.x, =0 ¢sx, = 1 feltételekkel kapjuk a 10. €s 11. részfeladatot. A 11.

részfeladat feldolgozaséaval folytatjuk a megoldast. A 10. részfeladat még felderitettlen.

A 11. részfeladatot megoldjuk a maximize utasitassal.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl SLx,<Lx<1lx=1x=0,x <1,x, < l}unionSulyFeltetel,

NONNEGATIVE);
{xl=O,x2=1,x3=O,x4=1,x5=O,x6=1,x7=i} 48)
[ > celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = T (49)

>

A 11. részfeladatra megoldasa magasabb célfliggvényértéket szolgaltat, mint az eddigi legjobb
egészérték megoldasok. Ezért a 11. részfeladatot az



x, véltoz6 alapjan részekre bontjuk. x, =0 €s
x, = 1 feltételekkel kapjuk a 12. €s 13. részfeladatot. A 13. részfeladat feldolgozasaval folytatjuk a
megoldast. A 12. részfeladat még felderitettlen.

A 13. részfeladat azonos a mar felderitett 9. részfeladattal. Nem folytatjuk.

A 12. részfeladatot megoldjuk a maximize utasitassal.

> maximize ( CelFuggveny

, {xl SLx,<1Lx<1,x=1,x=0,x, < 1,x7=0} union SulyFeltetel, NONNEGATIVE)

9

{xl=1,x2=1,x3=(),x4=1,x5=(),x6=1,x7=()} (50)

[ > celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny =17 (51)

| >

Az elért egészérték megoldashoz tartozo célfiiggvény érték kisebb az eddigi optimumnal.

A 10. részfeladatot megoldjuk a maximize utasitdssal. Magaba foglalja a 8. részfeladatot.

> maximize(CelFuggveny
, {xl <Lx%<1,x<1,x%=0,x=0,x,<1,x;,<1 } union SulyFeltetel,
NONNEGATIVE);
{xl=1,x2=1,x3=O,x4=O,x5=O,x6=1,x7=1} (52)
> celfiiggveny = eval(CelFuggveny, %);
celfiiggveny = 18 (53)

| >

Az elért egészértek megoldashoz tartozo célfiiggvény érték megegyezik az eddigi optimummal.

Osszefoglaloan azt mondhatjuk, hogy a hétizsak feladatunknak négy olyan megoldésa van, melynek
egyarant 18 az 0sszes hasznossaga. A megoldasok a kovetkezk:

{xl=O,x2=0,x3=O,x4=1,x5=O,x6=1,x7=1},sdly: 10 kg
{x1=1,x2=1,x3=O,x4=0,x5=O,x6=1,x7=1},sdly: 10 kg

A korlatozas €s szétvalasztas modszerrel megoldottuk a hatizsak problémat. A korlatozas és
szétvalasztas részlépéseit fa szerkezet abran szemléltethet;jiik.



w5=3/5 wz=1 x7=1

[ 1 1. részfeladat
®3=0 %5=1 %3=0 x5=0
x5=0 =94/5 x5=1

- I
9. 2. részfeladat
x1=0 xz=1 x3=0 x2=3/4
®5=0 x5=1 ®7=1
ug=0 z=37[2 Mg=1
J

2. 3. részfeladat
%1=0 x3=1 x3=0 x2=0
%571 %571 %7=1/2
=0 z=37/2 x=1
— J

r 1

S
6. 4. részfeladat ‘

3. 5. részfeladat

x1=0 xz=1 x3=0 x2=3/4
*5=0 x5=1 x7=1

%3=0 =372 xg=1

%1=0 x3=0 x3=0 x2=0
u5=1 wg=1/2 wr=1
x5=0 z=35/2 x5=1

e ———

r 1
- - .
8. B. részfeladat 7. 9. részfeladat 5. 6. részfeladat s Is
®3=1 %=1 %3=0 %2=0 ;=0 %7=0 x3=0 x,=1 x1=0 %3=1 x3=0 x3=0 részfeladat
#5=0 3571 x7=1 #5=0 ®5=1 x7=1 ¥5=1 x5=0 %=1
=18 =18 z=17 nem
megoldas-jelsit ) megoldas-jeléit megoldds-jeldlt lehetséges
i -
13. 10. részfeladat 10. 11. részfeladat
%#1=1 %z=1 x3=0 x,=0 ¥3=0 %=1 %3=0 x5=1
x5=0 x5=1 ®7=1 ®5=0 ®5=1 x7=3/4
=18 x=0 z=73/4 x=1
megoldas-jeldk J —I—
r 1
e . r
12. 12.részfeladat 11. 13. részieladat
®3=1 %=1 %370 x5=1
x5=0 x5=1 x7=0 azonos a 9.

=17 részieladattal
nem megoldas-jeldlt )

A hatizsak feladat megoldasa, a Maple segitségével

A Maple gazdagon felszerelt programrendszer. Sokoldalti csomagokkal rendelkezik. Természetesen
megtalaljuk az egészérték programozasi feladatok megoldasara elkészitett utasitast is. Az Optimization
csomagban kell keresniink az LPSolve utasitast. Az LPSolve utasitds nagyon hasonléan hasznalandé a
simple csomag maximize utasitasdhoz, csupan a mkodését modositdé paraméterekben talalunk
eltéréseket. Ajanlatos dokumentécid részletes tanulményozéasa a Maple utasitasok hatékony
hasznalatdhoz. Az LPSolve utasitast az egészérték feladatok maximalizaldsahoz a kovetkezk szerint
kell megtenni:

;> with(Optimization) :
> LPSolve(CelFuggveny

, {xl SLyn<lLxix<lLx<lLxx<Lx<Ilx < 1} union SulyFeltetel, assume
= {nonnegative, integer?, maximize);

[18, [xl=1,x2=1,x3=0,x4=0,x5=0,x6=1,x7=1]] (54)

Amint lathatjuk az LPSolve utasitas talalt optimalis egészmegoldast a hatizsak problémankra. Azt is
megfigyeljiik azonban, hogy az alternativ megolddsokat nem deritette fel.



Binaris egészérték programozasi feladatok megoldasa
korlatozas és szétvalasztas modszerével

Az elz fejezetben folytonos linearis programozasi feladat optimalis egészérték megoldasat kerestiik a
korlatozas és szétvalasztas modszerével.

Gyakori feladattipus az amelyben az ismeretlen mennyiségek csak két elfogadhato értéket vesznek fel,
tipikusan nulla, vagy egy lehet az értékiik.

Egy mintapéldan keresztiil mutatjuk be a feladattipust és a szétvalasztas és korlatozas modszerét.

Négy fogado allomason kell négy széallitmanyt kirakodni és feldolgozni. Mind a négy fogadé allomas
alkalmas barmelyik szallitmany fogadasara, de a kirakodas és feldolgozas koltsége allomasonként és
szallitmanyonként eltér lehet. Olyan fogadasi tervet kell késziteniink, amely a legkisebb koltséggel
oldja meg a kirakodas és feldolgozas feladatat.

A feladat koltségmatrixa a kovetkez

Fogadd1 Fogad62 Fogadd3  Fogado 4
Szallitmany A7 3 4 4
Szallitmany E| 5 6 3 5
Szallitmany (|3 3 1 2
Szallitmany [)2 2 3 7

A feladat megfogalmazasa felveti azt a gondolatot, hogy az dsszes lehetséges megoldast sorba vessziik,
majd a minimalis koltség megoldast felkindljuk. Sajnos a binaris egészérték feladat lehetséges
megoldasainak szama kett hatvanyai szerint novekszik. Ha nem binéris feladatrél van sz6, hanem
tobbérték egy-egy valtozo, akkor sokkal tobb a Iehetséges megoldasok szama. Jelents
szamitastechnikai kapacitas kothet le az ilyen tipust feladatok megoldésa.

A szétvalasztas és korlatozas mddszer algoritmusa els 1épésben a megengedett megoldasok halmazat
néhany részhalmazra bontja. A részhalmazokat vagy sikeriil kizarni a tovabbi vizsgalatokbdl, vagy
tovabbi részhalmazokra bontjuk. Egész addig folytatjuk ezt az eljarast, amig az optimalis megengedett
megoldashoz el nem jutunk.

A szétvalasztas és korlatozas modszere rekurziv algoritmus. Az adminisztralésa a legcélszerbben egy fa
szerkezet abrajan végezhet.

A feladat megoldasa

Koltségminimalizalas a feladatunk, a minimalis koltség fogadasi terv meghatdrozasa. Az optimalis
megengedett megoldas koltsége ebben a pillanatban ismeretlen, legyen Z=M (végtelen).

Az 6sszes megoldasok halmaza tartalmaz a megengedett megoldasok mellett nem megengedett
megoldasokat is. Példankban a megengedett megoldasokbol 4!=24 1étezik. Egy szallitmany csak egy
fogad6 allomasra mehet.

Az 0sszes megoldast tekintve meghatarozzuk a legkisebb koltség megoldast.



A fogad¢6 allomasok szerint az oszlopminimumok dsszege 2+2+1+2=7 (DDCC). Ez az 6sszes
megoldasok halmazara nézve a legkisebb koltség, bar nem megengedett megoldas, vagyis az A és B
szallitmanyok nem keriilnek fogad6 allomashoz, a C és D viszont kétszer is szdmitasba jon.

A vizsgalt halmaz minimalis koltség megoldasa azért érdekes, mert ha ez megengedett megoldas, akkor
a késbbi részhalmaz vizsgalatokra esetleg mar sor sem kertil, hiszen csak ennél jobb megoldast
fogadunk el.

Négy részhalmazra bontjuk az dssze megoldas halmazat. A részekre bontdsnak egyértelm szabalyon
kell alapulnia. Most valasszuk azt, hogy az els fogado6 allomas melyik szallitmanyt fogadja.

A négy részhalmazt egyenként megvizsgaljuk.

A harmadik, C hozzarendelés minimalis koltsége 12 (CDBA, Z=3+2+3+4=12), ¢és ez megengedett
megoldas. Az A hozzarendeléshez tartozo minimalis koltség megoldasa nem megengedett (ADCC, Z=
7+2+1+2=12), de érteke 12, azonos az eddig megtalalt legalacsonyabb koltség megoldaséval. Még nem
zarhatjuk ki, hogy késbb meg kell vizsgalnunk ezt a részhalmazt, tartalmazhat alternativ megengedett
megoldast.

A B és D hozzarendelés megoldashalmazok minimalis koltség megoldasai (BDCC, Z=5+2+1+2=10)
¢s (DACC,Z= 2+3+1+2=8) nem megengedettek ugyan, de vizsgélatot véngziink, tartalmaznak-e
kedvezbb megengedett megoldast, mint az eddig megtalalt legjobb (CDBA, Z=12).

teljes halmaz
min=7 {DDCC)

A.. B... C... D...
min=12 (A..DCC) | min=10(B..0DCC) | min=12(C..DBA) | min=8(D..ACC)

tovabb nem
vizsgaljuk

A feladat megoldasat a D hozzarendelés részhalmaz elemzésével folytatjuk. Ezt a részhalmazt ugy
kaptuk, hogy az els fogadd allomashoz a D szallitméanyt rendeltiik. A mésodik fogado alloméshoz
rendre A, B, C szallitmanyokat rendelve kapjuk a részhalmazokra bontas kovetkez szintjét.



D...
min=8 (DACC)

DA..CC DB..CC DC..BA
min=28 min=11 min=12

tovabb nem
vizsgaljuk

A részhalmazokhoz tartoz6 minimalis koltség megoldasokat elallitottuk, A DC hozzarendelés esetén
megengedett megoldast eredményezett a legisebb koltség megoldas (DCBA, Z=2+3+3+4=12). A DA
¢s DB hozzarendeléssel létrehozott részhalmazok tovabbi vizsgalatra varnak. A DA részhalmaz
vizsgalataval folytatjuk a feladat megoldasat. Mint a kdvetkez abran lathatjuk, a DA részhalmazbol két
megengedett megoldas valaszthato. A DABC hozzarendelés koltsége Z=2+3+3+2=10, a DACB hez
tartozo koltség Z=2+3+1+5=11. DABC az eddig felfedezett legkisebb koltséget eredményez
megengedett megoldas. Az eddigi vizsgalatok alapjan kijelenthetjiik, hogy alacsonyabb koltség
megengedett megolddsa nem létezik a feladatnak.

DA...
min=8 {DACC)
DABC DACB
min=10 min=11
optimalis kizarva
megoldas

DACB megoldast kizarjuk. Az eddigiek soran vizsgalatra eljegyzett részhalmazok koziil kizarjuk a
vizsgalat alol a DB részhalmazt és az A részhalmazokat, mivel a hozajuk tartozé megoldasok mind
magasabb koltséget eredményznének, mint Z=10. A C részhalmazhoz tartoz6 CDBA (Z=12) megoldast
is elvetjiik.

A B részhalmaz vizsgalataval a feladat feladat alternativ optimalis megengedett megoldasait keressiik. A
B részhalmaz minmalis koltség megoldasa nem megengedett, (BDCC, Z=5+2+1+2=10). A BA



részhalmaz minimalis koltség megoldasa BACC, Z=5+3+1+2=11, a részhalmazt kizarjuk a tovabbi
vizsgalatokbol. BC részhalmaz minimalis koltség megoldasa megengedett, de Z=5+3+3+4=15 értéke
magasab, mint az eddig megtalalt legjobb megoldasé (Z=10).

A BD részhalmazt tovabb vizsgaljuk.

B...
min=10{BDCC)

BA..CC BC..DA BD..CC
min=11 min=15 min=10
kizarva Tovabb nem

vizsgaljuk

BD részhalmaz megengedett megoldasai BDAC (Z=5+2+4+2=13) és BDCA (Z=5+2+1+4=12).
Mindkett kedveztlenebb, mint az eddigi legjobb megoldasunk.

BD...
min=10 (BDCC)

BDAC BOCA
min=13 min=12
| kizarva | kizarva

A megoldasok halmazat teljes egészében feldolgoztuk. Az optimalis megoldas tehat DABC, Z=10.






